Metoda najmanjih kvadrata

InZenjerski problem.

Predpostavimo da imamo dvije veli¢ine: X i y ( na primjer, masa i temperatura, tlak i obujam,
prva i druga koordinata tocke u ravnini itd.).

Tada postoje dvije mogucénosti. Prva je da su te veli¢ine (u odredenim uvjetima) nezavisne, a
druga je da su zavisne.

Nezavisnost znaci da uz svaku o€itanu vrijednost veli¢ine x teoretski moZemo ocitati bilo
koju vrijednost veli¢ine y (takve su, na primjer, masa zlata i temperatura zlata pri
uobicajenim masama i temperaturama; ocitana masa zlata ne daje nam nikakvu informaciju o
temperaturi).

Zavisnost pak znaci da ocitana vrijednost veli¢ine x potpuno odreduje (ili ogranicuje)
vrijednost velicine y.

Na primjer, ako se tocka giba po kruZnici u koordinatnoj ravnini, onda o€itana vrijednost
varijable x opcenito uvjetuje dvije moguce vrijednosti varijable y.

Da bi bili jos konkretniji zamislimo da se tocka giba po jedini¢noj kruZnici sa srediStem u
ishodiStu. Predpostavimo da smo ocitali prvu koordinatu i da smo dobili x=0.8.

Tada postoje dvije mogucnosti za vrijednost veli¢ine y: 0.6 i -0.6.

Opc¢enito, u ovim okolnostima veli¢ina x moze poprimiti bilo koju vrijednost izmedu -1 1
(ukljucujuéi i njih). Isto je s velicinom y. Medutim, te su dvije veli¢ine povezane relacijom:

x*+y>=1 (jednadzba kruznice).

Zatoje y=1+1—x" pa svakoj vrijednosti veli¢ine x odgovaraju dvije vrijednosti veli¢ine y
(osim ako je x=1 ili x=-1; tada je y=0).
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U inZenjerstvu je vaZan slucaj kad svaka vrijednost veli¢ine x, uvjetuje tocno jednu
vrijednost velic¢ine y. To se krace zapisuje pomocu funkcija:

y=fx),

gdje je f pravilo prema kojemu y ovisio Xx.

Najjednostavnija pravila zavisnosti (funkcije)

1. linearna zavisnost y =ax +b (toje f(x):= ax+b, a graficki je prikaz te zavisnosti
pravac)

2. kvadratna zavisnost y = ax"2+bx+c (graficki prikaz je parabola) .
3. kubna zavisnost y = ax"3+bx"2+cx+d

4. recipro€na zavisnost (obrnuta proporcionalnost) y = a/x (graficki prikaz je hiperbola)

4. eksponencijalna zavisnost y = ae™

5. potencijska zavisnost y=a-b*
itd.

Uocite da ima viSe linearnih zavisnosti (kvadratnih zavisnosti i sl.). Linearna je zavisnost
poznata (odredena) onda ako znamo realne brojeve a,b (koeficijente) itd. Da naglasimo kako
linearna funkcija zavisi o svojim koeficijentima piSemo:

f(x,a,b):=ax +b.

Sli¢no, za kvadratnu funkciju:
f(x,a,b,c):=ax2+bx+c.

Brojeve a,b odnosno a,b,c zovemo i parametrima. To je i opCenito, a ne samo za linearne ili
kvadratne veze. Na primjer,

f(x,a,b)=a-e™

je familija funkcijskih veza (eksponencijalnog tipa) ovisna o parametrima a,b.

Zamislimo pokus u kojemu mijenjamo po volji obujam plina, a pri svakoj konkretnoj
vrijednosti obujma oc¢itavamo tlak. Tu je uobicajeno da veli¢ina x bude obujam (nezavisna
veli¢ina, veli¢ina koju po volji mijenjamo) ada veli¢ina y bude tlak (zavisna veliCina,
velic¢ina koju dobijemo mjerenjem).

Primjer 1. Predpostavimo da smo mijenjali veli¢inu X i pri tom mjerili odgovarajuce
vrijednosti veli¢ine y. Rezultate zapiSimo u obliku tablice.

xI 1 2 3 4 5 6

yl 2.1 5.1 8.2 11.0 14.5 17.4



Iz prvog pogleda na tablicu uoCavamo da se povecavanjem veliCine X, povecava i veli¢ina
y. Nas zanima pravilo prema kojem se to dogada. Brzo uoavamo da smo veli¢inu x
povecavali za jednu mjernu jedinicu. Pri tom se veliinay povecavala redom za:

30 paza 3.1 pa za 2.8 paza 2.5 paza 2.9.
(vidimo da su te promjene, iako razliCite, ipak prili¢no bliske).

Kad god pri jednakim promjenama jedne veli¢ine uoc¢imo odprilike jednake promjene
druge veli¢ine, moramo posumljati u linearnu vezu medu njima. Dakle:

y=ax+b.
Drugi je nacin uoavanja moZebitne linearne veze graficki. U tu svrhu podatke zapiSimo u
obliku uredenih parova i ucrtajmo ih u koordinatni sustav kojemu je x horizontalna os, a y

vertikalna:

(1;2.1) ,(2;5.1), (3;8.2), (4;11.0), (5; 14.5), (6; 17.4)

Uocavamo da su to¢ke odprilike na pravcu. Graficki uvid u oblik zavisnosti moZemo provesti
i onda ako razmaci medu vrijednostima veli¢ine x nisu jednaki (nisu ekvidistantni), dok je
takav uvid raCunanjem promjene veli¢ine y oteZan (iako se i on moZe provesti).

Sjetite se da su za crtanje pravca potrebne samo dvije tocke, a mi ih imamo 5. Lako se vidi
da ne postoji pravac koji prolazi kroz sve te tocke. Zato od svih pravaca treba izabrati onaj
koji najbolje prolazi pokraj tih toCaka. Kriterij odabiranja tog pravca, tj. pripadajucih
koeficijenata a,b daje metoda najmanjih kvadrata. Tako je i opéenito, samo §to je onda kad



uodena zavisnost odudara od linearne, oteZano biranje tipa zavisnosti. Cesto to i nije
problem. Naime tip veze je u mnogim primjerima predviden pripadaju¢im teorijama. Na
primjer, veza izmedu obujma i tlaka plina pri fiksiranoj temperaturi predvidena je u obliku
Van-der- Wallsove jednadZbe, Peng-Robinsonove jednadzbe i sl. (a mi samo moramo odrediti
parametre koji se pojavljuju u tim jednadZbama).

Opcenito imamo n vrijednosti veli¢ine X i n vrijednosti zavisne veli¢ine y. To zadajemo
tablicom:

I x Xy e X

yloooy oy, e Y

Nacelo na kojemu se zasniva metoda najmanjih kvadrata.
Metoda najmanjih kvadrata zasniva se na nacelu da su najbolji oni pararametri a,b za koje je

suma kvadrata razlika izmedu mjerenih vrijednosti y,, i=1,2,...,n1 izracunatih vrijednosti
f(x,,a,b) minimalna.

Ima viSe matematickih razloga za prihvacanje ovog nacela, a tu ih ne¢emo spominjati.
Napomenimo da nije dobro razmatrati zbroj razlika eksperimentalnih i teoretskih podataka jer
se pozitivne i negativne razlike (odstupanja) ponistavaju. Da bi uzeli u obzir i pozitivna i
negativna odstupanja, matematicari su na pocetku razmatrali apsolutne vrijednosti razlika i
trazili da njihova suma bude minimalna. To nije lo$ kriterij, ali su apsolutne vrijednosti
nepogodne jer se ne mogu opcenito derivirati. Taj, ali i neki drugi razlozi, prevagnuli su u
korist sume kvadrata.

Postupak odredjivanja parametara metodom najmanjih kvadrata.

Ozna¢imo i-to odstupanje kao D;:=y;- f(x,,a,b)

To je razlika izmedju mjerene (eksperimantalne) vrijednosti y; i1 teoretske vrijednosti
f(x,,a,b), tj. vrijednosti funkcije f(x,a,b)za x=x;.

Prema metodi najmanjih kvadrata, parametre odredjujemo tako da suma

D! +D; +..+D;
bude minimalna.
Taj izraz ovisi o nepoznatim parametrima a, b. Zato piSemo:

Fa,b)=[y, - fF,a.b)f +[y, - Fo.a)f +.t ]y, = Fxab)]
ili, krace

Fab)=3ly, - f(,ab)f

(F ovisi i o vrijednostima X;, y;, za i=1,2,...n, medutim te su vrijednosti poznate). Funkcija F
Cesto se naziva funkcija cilja (opcenito, funkcija cilja moze biti i neka druga pogodna
funkcija, na primjer, odstupanja se mogu mnoZiti nekim teZinama).

Treba odrediti parametre a,b u kojima funkcija cilja F postiZze minimum.

Uvjeti lokalnog ekstrema (pomocu parcijalnih derivacija) za funkciju F jesu:

"o F

da ob

Dakle



WL~ faab) Ay fab)])

=0 i = =0
da 1 ob
Koriste¢i svojstva derivacija (derivacija zbroja je zbroj derivacija) dobijemo:
Z of (x;,a,b of (x;,a,b)
ol - fxa b (<L) g i X2y - S - fT>=o
i=1

Nakon sredivanja dobijemo sustav dviju ]ednadzba s dvjema nepoznanicama a,b.

of (x.,a,b
Z[y, f()c,,ab)]M 0

) b
Z[y, Fxa.b)] f(x”“ 0

Iz tog sustava odredjujemo nepoznate parametre a,b . Opcenito sustav moZe imati vise
rjeSenja. Takodjer moZe se dogoditi da neka rjeSenja odgovaraju maksimumu ili sedlastoj
tocki, a ne minimumu. MoZe se dogoditi i to da neka rjeSenja nemaju fizikalna znacenja. Na
srecu, u najvaznijem slucaju, slucaju linearnih veza i njima srodnih, rjeSenje tog sustava je
jedinstveno, tj. parametri se mogu odrediti jednoznacno.

Linearna regresija.
Odredivanje parametara a,b za linearnu vezu (odredivanje regresijskog pravca).

Tuje f(x,a,b):=ax+b, paje
f(xj,a,b) = ax;+b
of (x;,a,b) _ ‘i of (x;,a,b) _
da ! ob

Ako to uvrstimo u sustav (*), dobijemo

Z(yi —ax;—b)-x, =0
i=1

Z(yi —ax; —b)-1=0
i=1

nakon raspisivanja dobijemo sustav dviju linearnih jednadZba s dvjema nepoznanicama:

(ixiz)-aﬂzn‘,xi )-b=ixi Vi
i=1 i=1 i=1
(ixi )-a+n-b=Zn:yi
i=1 i=l

U tom su sustavu parametri a,b nepoznanice, a brojevi

n n n n
fo , in , 1, in Vis in koeficijenti sustava (oni su poznati, jer se dobiju iz mjernih
i=1 i=1 i=1 i=1
podataka).
RjeSavanjem tog linearnog sustava dobijemo konac¢ne formule (indekse ispustamo!):

any, Zny, szz Yi— sz XY
n- Zx —(Zx) ’ n- ZX —(Z )’

(%)



Dobiveni pravac s jednadZzbom y = ax+b zove se regresijski pravac.

Primjer 2. Procijenimo oblik veze, odredimo parametre, jednadzbu regresijskog pravca,
odstupanja i vrijednost funkcije cilja ako je:

xil O 1 2 3 4

yil 6 3 1 -2 -3

Tocke (0,6), (1,3), (2,1), (3,-2), (4,-3) predo¢imo u koordinatnom sustavu.

!

(ob)
- ~@® ({l“’)
= k= = (7‘) .‘\
— > X

Vidimo da su tocke priblizno na pravcu, pa trazimo linearnu vezu, tj. vezu oblika y=ax+b.
Unaprijed vidimo da je a<0 ida je b=6. Da bismo lakSe racunali a,biz (*¥), izradimo
ovakvu tablicu (u posljednjem su stupci zbrojevi elemenata u odgovaraju¢em redku):

xil 0 1 2 3 41 10
yvil 6 3 1 2 3105
10 1 4 9 16l 30
xyil 0 3 2 6 -1201 -13

Tu je jos n=5, pa iz (**) dobijemo:
5-(-13)-10-5 -115
a= > = =_23
5-30-10 50
b= 30-5-10-(-13) 280 _

5-30-10° 50

5.6

Dakle, traZzena je linearna veza: y =-2.3 x+ 5.6 (to je jednadZba regresijskog pravca).



Da bismo odredili odstupanja i vrijednost funkcije cilja, izracunajmo najprije vrijednosti
funkcije f(x):=-2.3x+5.6, redom za x=0,1,2,3,4.

f(0)=5.6

f(1)=3.3

f(2)=1.0

f(3)=-1.3

f(4)=-3.6

Vidimo da su teoretski rezultati bliski eksperimentalnim podatcima, Sto pokazuje i tablica (u
posljednjem su redku odstupanja D; : = y; — f(x;) ).

x 10 1 2 3 4
v | 6 3 1 2 3
fx)l 56 33 1.0 -13 -36
Di | 04 03 00 -07 06

Uocite da je zbroj odstupanja jednak nuli (to vrijedi opéenito: Z D, =0).
Minimalna vrijednost funkcije cilja jednaka je zbroju kvadrata odstupanja:
ZD,.Z = 0472 + (-0.3)"2 + 0.0"2 + (-0.7)"2+0.6"2 = 1.10 .

Napomena. Za veliki broj podataka provodenje metode najmanjih kvadrata moze biti
mukotrpno. Zato je dobro nauciti primjenu grafickog kalkulatora ili nekog dostupnog
kompjutorskog programa. Na primjer, naredba LinReg na grafickom kalkulatoru, za podatke
iz Primjera 1. daje nam (zaokruZeno na tri decimale) a=3.071 i b=-1.033.



Dobivena linearna veza moZe nam posluZiti za procjenu (priblizno odredivanje) vrijednosti
veli¢ine y za vrijednosti x unutar podru¢ja mjerenja (interpolacija) ili izvan njega
(ekstrapolacija)

Primjer 3. Procijenimo vrijednost veli¢ine x iz predhodnog primjera za x=2.51 x=5.

Iz f(x):=-2.3x+5.6, dobijemo f(2.5)=-2.3-2.5+5.6 =-0.15.

Dakle interpolacijom smo dobili da vrijednosti x=2.5 pribliZzno odgovara vrijednost y= - 0.15
(koju, inace, nismo mjerili). Uocite da se ta vrijednost razlikuje od srednje vrijednosti u x=2 i

2+ _ o5,

x=3 (koja je jednaka

Takodjer se dobije f(5)=-2.3-5+5.6=-5.9, paje y=-5.9 pribliZna vrijednost veli€ine y za x=5
(kaZemo da smo je dobili ekstrapolacijom).

Uoc¢imo da u Primjeru 2. dobiveni regresijski pravac prolazi podatkom (2,1). Opcenito, on
ne mora prolaziti ni kroz jednu to€ku. Jedan od razloga zaSto se tu tako dogodilo jest taj Sto je
2 aritmeticka sredina vrijednosti x veli€ine, a 1 aritmeti¢ka sredina vrijednosti y veli€ine
(provjerite; to je sluaj, sredina skupa podataka opc¢enito nije podatak). Naime, regresijski
pravac uvijek prolazi tockom (x,y), gdje je

X +x, +.tx, Mty ety

X = , Y= . Dakle y=ax+b.
n n

Linearna korelacija

Korelacija je mjera linearne zavisnosti dviju serija podataka X; X Xy 1 Y1, Y2... Y
Drugim rijeC¢ima, ako sutocke (x1,y1), (X2,¥2), .. (Xn,Yn) grupirane oko regresijskog pravca,
onda govorimo da su podatci korelirani (linearno korelirani). Na osnovi toga govori se da
su pripadne veli¢ine X,y korelirane. Razina koreliranosti mjeri se koeficijentom korelacije

nzxiyi _inzyi
Y xt = ()t Yy ()’

Vrijedi:
(1) -1<r<i

ri=

(2) Akoje r pozitivan onda je i koeficijent smjera regresijskog pravca pozitivan i obratno
(ako je >0 onda je a>0, a ako je r<0 onda je a<0)

(3) Stoje r blizi 1ili -1 to su veli¢ine znacajnije linearno korelirane, tj. podatci su blize
regresijskom pravcu, a §to je r bliZi 0, podatci su razbacaniji.

(4) Akojer=1 ili r=-1 onda susve tocke (x;Y;) na regresijskom pravcu, tj. podatci su
potpuno linearno zavisni.

(5) Ako je =0 onda nema nikakve linearne zavisnosti medu veli¢inama.



Primjer 1. Odredimo koeficijent korelacije za podatke

x1 0 1 2 3 4
yvil 6 3 1 2 3

iz Primjera 2. u lekciji Metoda najmanjih kvadrata.

Napravimo tablicu poput one za metodu najmanjih kvadrata, samo dodajmo redak s y..
xi |0 1 2 3 4 11 '10

il 6 3 1 2 315
<10 1 4 9 16l 30
xyil 0 3 2 6 -2 -I3
y2 136 9 1 4 91 59
5-(-13)-5-10  _ —115

= = =~-0.98976 (na pet decimala)

V5-30-107 -4/5.59-5> 30415
Sto je visoka razina linearne zavisnosti. Uocite da je r<0, $to je u skladu s tim da je a<0
(sjetite se da je jednadZba regresijskog pravca y = -2.3x+5.6).

Napomena. Naredba LinReg uz podatke o parametrima takoder bi nam izbacila i vrijednost
koeficijenta r.

Podatci u sljede¢em primjeru su vrlo nisko linearno korelirani.
Primjer 2. Odredimo koeficijent korelacije za podatke
xil -3 -2 -1 0 1 2 3
yil O 2 -2 3 2 1 -1

Unesimo podatke u kvadratnu 7x7 mrezu kao na slici. Vidimo da podatci ne prate ni jedan
pravac, pa procjenjujemo da je koeficijent korelacije blizu nule.

xi |3 2 -1 0 1 2 3010
yi |0 2 2 3 2 1 1105
x2 19 4 1 0 1 4 9 Il 28

xy; | 0 4 2 0 2 2 30 -1
y> 10 4 4 9 4 1 11 23

Sadje r= 7hH=0-0 ~-0.042875 (na 3est decimala)

V7-28-0% -4/7-23-5°
Sto je prakticki jednako nuli. Takoder, mozZe se provjeriti da je pripadna suma kvadrata
odstupanja za linearnu regresiju jednaka 19. 392 857 (na Sest decimala), §to takoder upucuje
na vrlo slabu linearnu vezu.



Linearnu korelaciju ne treba shvatiti kao jedini oblik zavisnosti dviju veli¢ina (serija
podataka). Dvije veli¢ine mogu biti vrlo jasno zavisne, a da im je koeficijent (linearne)
korelacije jednak nuli; to samo znaci da su one linearno nekorelirane. To pokazuje sljedeci
primjer.

Primjer 3. Odredimo koeficijent korelacije za podatke
xil -3 -2 -1 0 1 2 3
il 9 4 1 0 1 4 9

Ucrtavanjem podataka vidimo da oni ne prate ni jedan pravac. Kako je z x, =01

in y; =0, vidimo da je r=0. Dakle, podaci su linearno nekorelirani. S druge strane, oni su

zavisni. Naime, povezani su relacijom y = x"2 (toc¢ke su na paraboli).

Cesto se postavlja pitanje koji koeficijenti znaGe visoku, koji nisku, a koji srednju linearnu
koreliranost. Na to pitanje nema jasnog odgovora. On ovisi i 0 znanstvenom podrucju na koje
se primjenjuje, a unutar znanstvenog podrucja na konkretan problem koji se razmatra. Na
primjer, u psihologijskim istrazivanjima, u pravilu, ¢im je r>0.5 smatra se da je koreliranost
znacajna, a ako je r>0.8 vrlo znacajna, dok u preciznim fizikalnim ili kemijskim
istrazivanjem cesto niti r=0.9 ne upucuje na znacajnu koreliranost.

Primjer 4. U sljedecoj tablici su u prvom redku bodovi prvih 9 najboljih rezultata
postignutih iz kolokvija na Matematici 1, a u drugoj su odgovaraju¢i bodovi iz Matematike 2.
xil 103 93 84 81 81 80 79 79 78

yil 99 73 82 85 77 79 73 55 83

Odredimo regresijski pravac i koeficijent korelacije. Komentirajmo rezultate.
Da dobijemo predodzbu, podatke predocavamo u koordinatnom sustavu.

Predvidamo pozitivan koeficijent korelacije jer podatci prate glavnu dijagonalu (ali ne visok,
jer podatci variraju). Procijenjujemo da je koeficijent regresijskog pravca nesto manji od 1.
Zadatak se moZe izraditi prema uzoru na prijasnje primjere. Mi ¢emo se posluZiti grafickim
kalkulatorom, koji ima gotov program za metodu najmanjih kvadrata i linearnu korelaciju.
Dobijemo, zaokruzujuéi na dvije decimale,

y=0.79x+12.29 i r=0.56.

Komentar. Dobili smo a=0.79<1, $to je u skladu s Cinjenicom da su rezultati Matematike 2,
nesto niZi od rezultata Matematike 1. Koeficijent korelacije nije blizu 1, ali je ve¢i od 0.5,
Sto, pri ovakvoj problematici upucuje na nezanemarivu korelaciju.

Suma kvadrata odstupanja jednaka je, na Cetiri decimale, 763.7222 Sto izgleda veliko, ali taj
rezultat treba tumaciti tako da je prosjecno odstupanje oko 9 bodova, §to i nije tako veliko.

Zasto nas je u ovom primjeru zanimala linearna Kkorelacija medu rezultatima?

Zato §to intuitivno prihvacamo da Ce rezultati iz Matematike 2 biti pribliZzno proporcionalni
onima iz Matematike 1, tj. da odprilike jednake razine usvajanja nekog znanja uvjetuju
odprilike jednake razine usvajanja novog znanja koje pociva na starom. Naravno da to ne
vrijedi za svakog konkretnog pojedinca, ve¢ u prosjeku.



